
MATHEMATICS II -may 2004

1. Examine the convergence of the following series

∞
∑

n=1

1

ab ln n+c ln2 n
,

where is a > 0, a 6= 1, b, c ∈ R,

2. Find volume of the following region

V = {(x, y, z) : (
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
)2 ≤ y} (a, b, c > 0).

3. If α, p ∈ R, 0 < α < π, 0 < |p| < 1, calculate the given convergent integral

∞
∫

0

x−pdx

x2 + 2x cosα + 1
.

MATEMATIKA II -maj 2004

1. Ako je a > 0, a 6= 1, b, c ∈ R, ispitati konvergenciju reda
∞
∑

n=1

1

ab ln n+c ln2 n
.

2. Naći zapreminu oblasti

V = {(x, y, z) : (
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
)2 ≤ y} (a, b, c > 0).

3. Ako α, p ∈ R, tako da 0 < α < π, 0 < |p| < 1, izračunati konvergentan integral

∞
∫

0

x−pdx

x2 + 2x cosα + 1
.

Mentor takmičenja: Neboǰsa M. Ralević

Rešenje:

1. Iz osobina logaritma imamo da je

αn = a−b ln n−c ln2 n = n−b ln a−c ln a·lnn.

Ako je c ln a > 0, tada postoji n0 ∈ N, tako da za sve n ≥ n0 važi b ln a+c lna · lnn ≥ d = b lna+c lna · lnn0 > 1
(jer lim

n→∞
ln n = ∞, tj. lim

n→∞
b ln a + c ln a · ln n = ∞), pa je

αn ≤ 1

nd
,

te po uporednom kriterijumu iz konvergencije reda
∞
∑

n=1

1
nd sledi i konvergencija reda

∞
∑

n=1
αn.

Ako je c ln a <, tada postoji n0 ∈ N, tako da za sve n ≥ n0 važi b lna+ c ln a · ln n ≤ d = b lna+ c ln a · ln n0 < 0
(jer lim

n→∞
b ln a + c ln a · ln n = −∞), pa je

αn ≥ n−d,



te po uporednom kriterijumu iz divergencije reda
∞
∑

n=1
n−d sledi i divergencija reda

∞
∑

n=1
αn.

Ako je c = 0, tada je

αn =
1

nb ln a
,

pa red
∞
∑

n=1
αn konvergira samo ako je b ln a > 1, dok u suprotnom divergira.

2. x = aρ cosϕ sin θ, y = bρ sinϕ sin θ, z = cρ cos θ,

J =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a cosϕ sin θ b sinϕ sin θ c cos θ

−aρ sinϕ sin θ bρ cosϕ sin θ 0
aρ cosϕ cos θ bρ sinϕ cos θ −cρ sin θ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −abcρ2 sin θ.

(ρ2)2 = bρ sinϕ sin θ ⇒ ρ = 3
√

b sin ϕ sin θ ⇒ sin ϕ ≥ 0 ⇒ ϕ ∈ [0, π], θ ∈ [0, π], ρ ∈ [0, 3
√

b sinϕ sin θ].

V =
∫∫

V

∫

dxdydz =
∫ ∫

V ′

∫

|J |dρdϕdθ = abc
π
∫

0

π
∫

0

3
√

b sin ϕ sin θ
∫

0

ρ2 sin θdρdθdϕ = π
3 ab2c.

3. Posmatrajmo kompleksni in-

tegral
∫

L

z−p

z2 + 2z cosα + 1
dz, gde

je L kontura data na slici.

y

xR-R -r

Ri

ri

Uzmimo onu granu funkcije z−p = e−p(ln |z|+i arg z+2kπi) za koju unutar date konture L važi Arg z = arg z+2kπ ∈
(0, 2π), tj. arg z ∈ (0, 2π). U tom slučaju će biti i

z = x ∈ R
+ ⇒ z−p = e−p(lnx+i·0) = e−p ln x = x−p,

z = xei2π , x ∈ R
+ ⇒ z−p = e−p(ln x+i2π) = e−p ln xe−2pπi = x−pe−2pπi,

z = −e−iα ⇒ z−p = e−p(ln 1+i(π−α)) = e−pi(π−α),

z = −eiα ⇒ z−p = e−p(ln 1+i(π+α)) = e−pi(π+α).

z2 + 2z cosα + 1 = 0 ⇔ z1/2 = −e±iα, α ∈ (0, π) ⇒ z1/2 ∈ int L. Odatle, sledi da su z1/2 polovi prvog reda

funkcije f(z) = z−p

z2+2z cos α+1 , pa je I =
∫

L

f(z)dz = 2πi (Res
z=z1

f(z)+Res
z=z2

f(z)) = 2πi·( z−p

2z+2 cos α

∣

∣

∣

z=z1

+ z−p

2z+2 cos α

∣

∣

∣

z=z2

)

= 2πi· 12 ( (−eiα)−p

−i sin α + (−e−iα)−p

i sin α ) = π
sin α [(−e−iα)−p−(−eiα)−p] = π

sin α [e−pi(π−α)−e−pi(π+α)] = π
sin αe−pπi(eipα−e−ipα)

= π
sin αe−pπi · 2i sin pα = 2πie−pπi sin pα

sin α .

Sa druge strane je I =
R
∫

r

x−p

x2+2x cos α+1dx+
2π
∫

0

R−pe−pit

R2e2it+2Reit cos α+1Rieitdt+
r
∫

R

x−pe−pi2π

x2e4iπ+2xe2iπ cos α+1e2iπdx+
0
∫

2π

r−pe−pit

r2e2it+2reit cos α+1 rieitdt =

I1 + I2 + I3 + I4.

|I2| ≤
2π
∫

0

|R−pe−pit|
||R2e2it |−|2Reit cos α|−1| |Rieit|dt =

2π
∫

0

R−p

R2−2R| cos α|−1Rdt

= 2π· R1−p

R2−2R| cos α|−1 ⇒ lim
R→∞

I2 = 0, jer 2π R1−p

R2−2R| cos α|−1 ∼ 2πR−1−p, R → ∞, −1− p < 0.

Slično, |I4| ≤
2π
∫

0

|r−pe−pit|
||r2e2it |−|2reit cos α|−1| |rieit|dt =

2π
∫

0

r−p

1−2r| cos α|−r2 rdt = 2π r1−p

1−2r| cos α|−r2 ⇒ lim
r→0

I4 = 0, jer

2π r1−p

1−2r| cos α|−r2 → 0, r → 0, 1 − p > 0.

Dakle, kada r → 0, R → ∞, tada je

(1 − e−2piπ)
∞
∫

0

x−pdx
x2+2x cos α+1 = 2πi· e−pπi sin pα

sin α , tj.

∞
∫

0

x−pdx

x2 + 2x cosα + 1
=

2πi

1 − e−2pπi
· e−pπi sin pα

sinα
=

π

sin pπ
· sin pα

sin α
.


