MATHEMATICS IT -May 2005 Kopaonik-Konaci

1. If a,d € QT, find the interval of convergence and the sum of the series

> a(a+d)...(a+ (n —1)d) o
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2. Find volume of the following region
V={@y)eR: (O +(DH +CP<1) @be>0).

/2
3. If n € N, calculate the given integral I = [ cos®" zdx, using complex analysis methods.
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MATEMATIKA II -maj 2005 Kopaonik-Konaci

1. Ako je a,d € Q%, naéi interval konvergencije i sumu reda

i a+(n_1)d)$n
d 2d nd ’

n=1

2. Nadéi zapreminu oblasti

V = {(z,y,2) € R®: ((3)% n (%)%)3 n (%)2 <1} (a,b,c>0).
/2
3. Izracunati integral I = [ cos®*" zdz, n € N, koriste¢i metode kompleksne analize.
0

Mentor takmicenja: Nebojsa M. Ralevié

Resenje:
1. Polupreé¢nik konvergencije reda Y. a,z™, a, = a(aﬂg_é'(l(_'?tg;_l)d) je jednak
n=1
a(a+d)...(a+(n—1)d) 1
p= lim |-~ = lim d2d...nd BTN i C TR -3 L
. oo alatd)...(a+(n—1)d)(a+nd) = = a ’
nTee Gndl e d-2d-...-nd-(n+1)d n—oo a+ nd nmee gy +d
pa red konvergira za svako x iz intervala konvergencije (—p, p) = (=1, 1).
Kako je
la.a a (=", a,., a —a/d
=2 in.Ern—1= el R Y G N
on = 253G DG =1 = LG = 0§ -y = o (T,
jer je (2) = alazl)(az 2) a=ntl 45 je suma reda

:i <“/d> §<“/d) o) —l=(1-2)4—-1, ze(-1,1).

n=1

2. Transformacija & = arcos® psin®, y = brsin®¢sinf, z = crcosf preslikava oblast G = {(r,p,0) €
[0,00) % [0,27] x [0,7] : 2 <1} = {(r,,0) € [0,1] x [0,27] x [0,77]} na oblast V' i za datu transformaciju je



acos® psin® —3ard cos® psinpsinf arcos® ¢ cos

J(r,p,0) = ggfg;g =1 bsin®¢sinf 3brsin? pcospsin®  brsin® 6 cos 6
ccosf 0 —crsinf
cospsinf  sinpsinf cos @
= 3aber? sin® pcos? | —singsind  cosgsind 0 | = —3aber? sin? ¢ cos? @ sin 6.
cospcosf sinpcosf —sinf
Dakle, |.J| = 3abcr? sin? psin 6 cos? . Sada je
AV = 3abe [[[ dvdydz r? sin® psin 6 cos? pdrdpdd = 3abe f027r sin® ¢ cos? pdyp [ sin6df fol ridr = 2em
G

jer je [sin® pcos? pdp = 1 [sin® 2pdp = 1 [ 122224 = L(p — Lsindyp).

w/2 27
3. Primetimo najpre da je "of cos® xdr = % bf cos®™ xdr = %J. Za z = €', je dz = ie""dzx, tj. dx = idz i

2 .
cosx = 22"’1. Tada je
z

22+ 1 201 i (22 + 1)

gde je ¢ pozitivno orijentisana kruznica {z € C: |z| = 1}.
Tacka z = 0 je pol reda 2n + 1 funkcije

2n 2n
(22 +1)*" 1 2n\ o 20\ ok_on_1
f(z) = S2n+l :Zznﬂz )? :Z ) T
k=0

k=0

pa je prethodna suma zapravo razvoj funkcije f(z) u Loranov red u okolini tacke z = 0. Kako je za 2k—2n—1 = —1,
tj. k =n koeficijent uz 27! jednak a_; = (2:), to je

I =~ b 2miRes f(2) = i () = i S = 2 S = 27 e = 27 Gt

/2
Na kraju je I = [ cos
0

2n




