MATHEMATICS II -May 2010 Canj

1. Examine the convergence and find the sum of the following series

i(—n”(”{”a", a€R.
n=0
2. Find the volume of the following region
V={(z,y,2) e R*: (2> +9°)* +2° < a’xyz} (a>0).
3. If |la| # 1, |b] > 1, ab# 1, a,b € R, calculate the given integral:

™

I—/ sin? ¢ dt
) (1—2acost+a?)(1—2bcost +b2)
0

MATEMATIKA II -maj 2010 Canj

1. Ispitati konvergenciju i na¢i sumu reda

2. Naci zapreminu oblasti:

V=A{(z,y,2) e R’: (2" +9*)*+2° <d’zyz} (a>0).

3. Ako je |a| # 1, |b] > 1, ab# 1, a,b € R, izracunati integral:

T

I—/ sint gt
) (1 —=2acost+a?)(1 —2bcost +b2)
0

Mentor takmicenja: Nebojsa M. Ralevi¢



1. Ako je a, = (—1)n(n2_l)a”, tada je § la,| = § a™, te red § an, kao geometrijski red,
n=0 n=0 n=0
apsolutno konvergira (pa time i obi¢no) za |a| < 1.

Za |a] > 1 imamo hm la,| # 0, pa je hm a, # 0, te u tom sluéaju red Z a, divergira.
n=0
Zbog apsolutne konvergencue reda redosled sabiranja nije bitan te grupisanjem clanova reda

dobijamo da je suma s reda Y a, za |a| < 1 jednaka:

n=0
s=1l+a-ad*-a+ad"+a>—..=(1+a)—ad*(1+a)+a'(l+a)—a(1+a)+..=
(1—|—a)(1—a2+a4—a6+...):(1+a)-m:$—a‘2.

2. Uveséemo uopstene sferne koordinate z = arcos® psin®f, y = brsin®psin®6, 2 =
creos’, a,f € Q\ {0}, a >0, b >0, ¢ >0, (r,p,0) € D,pyp C [0,00) x [0,27] x [0,7],
¢iji je Jakobjan J(r, ¢, 0) = —aBaber? sin® ! o cos® ! psin?? 7! 0 cos® 1 0, odnosno za

1 . 1 1 1, . 1 _2
X =rcospsin3 @, y =rsinpsin3 0, z =rcos3 0, J = —g7 sin sfcos 30.

Povrs prolazi kroz koordinatni pocetak i mora zadovoljavati zyz > 0. UvrStavajué¢i umesto
x,y, z respektivno vrednosti z,—y, —z; —z,y,—2z i —x,—y, 2 u jednacinu povrsi vidimo da se
"telo” koje ona ogranicava sastoji od 4 podudarna dela, te je stoga dovoljno posmatrati I oktant.

Stoga uzimamo ¢ € [0,3], 0 € [0,5], r € [0, a\/cosgpsincpsing 0 coss ).

3 2 1
w/2 a\/coscpsincpsin3 0 cos3 0

U:4fffdxdydz:4fff]J|d7“dg0d0— fsm 36 cos™ SHdHfdgo i r2dr =
0

7r/2 /2 3 T(2)I(L) 3smT 3

fsmS 6 cos™ stGfsmgpcoswdgo— 1B, Y- 1iB(1,1) =% i —aBF _ 2

Koristili smo osobine: I'(1) =1;  T'(p) - T'(1 —p) = 5o, 0 <p <1y B(L1) = St -
0

jus

2
t)=tdt =1; B(m,n) = Fr(?lnlfi?), B(m,n) = 2bfsin2m_1 0 - cos®™ 1 0do.

3. Primetimo da je npr. 1 —2acost +a? =0 < a = cost £ V/cos?t —1 € R & cost = £1 &
a = £1, pa kako je |a| # 1, |b| > 1, stoga dati integral nije nesvojstven.

Zbog parnosti podintegralne funkcije, uvodeéi smenu z = e?, sint = Z;_.l
zadati integral je jednak

_ Pl gy e
Lt

Tz

27

1 sin” t 1 (2271)2 dz
] - = dt - = B) 2L 3 -
2) (1 —-2acost+a?)(1—2bcost + b?) 2) (1-2a5 +a?)(1 — 205 4+ 02) iz
0 c z z
i / (22 —1)? p
8 /) z(az?— (a®>+ 1)z +a)(bz? — (2 + 1)z +b) ?

az? = (a*>+1)z+a=0&z=aVz=

1) Ja] > 1, o] > 1,a #0:

_ ’-1)? _ 1.
z = 0 pol prvog reda 132608 f(z) = iln[l)((azz (a2+1)z+a)(bz2 (b2+1)z+b)) = 5

(2-1) _ 1—a® .
) ~ a(l—ab)(b—a)’

Q=

z = 1 pol prvog reda Rﬁegf(z) = hn}(z‘a(z_a)b(z_b)(z_%)



. 22_-1)2 _p2
¢ =y pol prvog reda Res f(2) = hn%(z-a(z—(g)(z_l)l)b(z_bﬂ = e @
z=3% =% a
i . w1 1—a? 1-b2 ™
I=g-2miy Resf(z) = —7(5 + a(i—ab)(—a) T b(lfab)(afb)) = Zab(ab-1)"

2) Ja| > 1,6 >1,a=0:
z = 0 pol prvog reda Rf()sf(z) — aiQ;

. Z2— 2
z = % pol drugog reda R_elsf(z) = hrri ((z—1)2- W)’ =

a
1 lim 2(22-1)2z2(2—a)?— (322 —daz+a?)(22-1)2 _  1+a2? .
a2 22(z—a)? T a?(1—-a?)’

I=1%-2miy Res f(z) = —5(5 + azl(ff;)) = ST
3)0<la| <1, b >1:
z = a pol prvog reda Res f(2) = lim (

oa Fal— D))
i : i 2o - e
4) a =0, |b] > 1

(2°—1) ) — a?—1 .
a(a—b)(ab—1)"

. Z2— 2
z = 0 pol drugog reda lj:eos f(z) = ,lzli% (2% —z2(bz(2—(b;)+1)z+b))/
_ iy 2P D-0P -G )a ) (P @b 1442,
- zl—I>I(l) (b22—(02+1)2+b)2 I
z = 1 pol prvog reda Res f(z) = bzb_gl;

=4
. ' . 2 2_ s

Z— _ g . QWZZReSf(Z) — _Z(_lz;) —|— bb_gl) = W



