MATHEMATICS II -May 2011  Kopaonik

1. Examine the convergence of the following series

- 1
where is a,b € R.
2. Find volume of the following region

V={(ry2)eR": C+I4+2)<hn

7 + (a,b,c>0).
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3. a) Determine analytical function f(z) = u(z,y) + iv(x,y) that is

I—y
r—1)2+(y—1)?

v(z,y) = (

and f(14 2i) = —i.

b) Determine g(G), if g(z) = (2= 1f(2) and ¢ = {zeC:|lz-1 < L]z -1 >
1,Rez < 1}.

MATEMATIKA II -maj 2011 Kopaonik

1. Ispitati konvegenciju reda

> 1
Z vn! (14 aQ”bQ)’

n=1

gde je a,b € R.
2. Nadi zapreminu oblasti

V:{<x,y,2) €R+3: (g_i_g_'_z)?) Sln
a c

; } (a,b,c>0).
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3. a) Odrediti analiticku funkciju f(z) tako da je njen imaginarni deo funkcija

I—y
r—1)2+ (y — 1)

U($v y) = (

idaje f(1+2i) =—i.

b) Za tako odredenu funkciju f(z), funkcijom ¢(z) = em(z = 1)f(2) preslikati oblast
{zeC:|z—-1]<1,|]z—i >1,Rez < 1}.

Mentor takmicenja: Nebojsa M. Ralevi¢



1. Za ispitivanje konvegencije reda Y a,, a, = koristi¢emo uporedni kriterijum.

1
Vn! (1+a27b2)’
n=1

Iz Stirlingove formule n! ~ v27n(%)", imamo Vnl ~ /2 - \//n - 2, odakle zbog
lim {/a=1 (a>0), lim {/n =1, sledi ¥/n! ~ In.

n—oo

Zab=0jea,= T\L/Lﬁ ~ £, te iz divergencije reda e Y- 1 sledi i divergencija reda > .

n=1 n=1
Ako je |a| <1, tada je a, ~ £ - m ~ £, pa iz divergencije reda e ) L sledi i divergencija
n=1
reda > a,.
n=1
Ukoliko je b # 01 |a| > 1, vazi a, ~ £ - 55 (35)™
Kako je £ - b—g( Ly < b%(a%)”, n € N i geometrijski red ;5 Z(a%) konvergira jer je \ 5| < 1,
n=1

pa odatle sledi i konvergencija reda ) a,.
n=1
2. 2 = apcos® psin® 0, y = bpsin® psin®0, 2 = cpcos®, § € [0,7], ¢ € [0,27), p > 0,
J = afabcp? sin® ! ¢ cos® ! ¢ sin®? 1§ cos”1 6.
v,y,2>0 = 0€(0,3),p€(0,3), E+i+2°=I

= p € (0,—{/2In(sinf)); J = dabcp?sin ¢ cos g sin® @ cos 6.

7/27/2 —}/2In(sin )
v = f‘{f dxdydz = f‘if |J|dpdpdd = [ [ i 4abcp? sin @ cos @ sin® 0 cos O =

= p = —{/2In(sinb)

0 0 0
w/2 w/2 —3/21n(sin ) w/2
4abc f sin ¢ cos pdp f sin®@cosf( [ p*dp)df = dabc - 3 sin go|7r/2 f sin® 6 cos 6-
0
/2
$(—=/2In(sin 0))*df = —3abc f sin® @ cos 6 In(sin 0)dH = ——abcft3 Intdt = —3abc lim ft3 In tdt.
0 e—0t

Parcijalnom integracijom za m = Int, dm = 1dt, dn = t3dt, n = 4t je
[t ntdt = L int — 1 [3dt = Lt Int — Lt

v = —3a bc[—ﬁ - Elim (3 4ln5 1654)] = —gabc[—15 — %El_ig{r ;nfi — 15 - 0] = —3abc[—1; —
171 —1 1 _ abc
1 Jim = =9

3. a) Iz Kosi-Rimanovih jednacina sledi u, = —v, = —%, pa je

_ 2(y—1) — z—1
u=—( -1 [ reigr® = e T e
Takode je
_ (z—=1)%+(y—=1)>~2(z—1)* _ (=1’ (y=1)*+2(y—1)

U = Uy & “apgapr - 1Y) = T o

pa je ¢'(x) =0, p(x) = ¢, odnosno
r—1 1—y

f(z) = [z +yi) = S +eti

(z =12+ (y—1) (x =12+ (y—1)%*

Iz fl+2i))=c—i=—ijec=01

z—1 1 Py
[z +yi) = (i: 1))2+((3 1))2 = |zz7117i2|2 =1



b) w = eﬂ(z_l)f(z) = e

z—1

[ —

z—1l—1 — @

w(14+i/(z—1—1))

wlzz—l—z’,wgzw%,wg,:iw%wzlzl—i—wg,w5:7rw4,w:ew5.

Data oblast se preslikala na {w € C : argw € (2£,2n), |w| < e2}.
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