MATHEMATICS II -May 2012 Kranevo, Bulgaria

. Examine the convergence of the following series

e}

Zan, an =vVn+a—/n2+n+b,
n=1

where is a,b € R.

. Find the area of border of the following region

V={(z,y,2) ER®: 2 +y <1, 22 <2y}

/ xPdx
x?+1)2
0

. If p € R, calculate the given integral:
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. Ispitati konvegenciju reda

Zan, an =vVn+a—v/n2+n+b,
n=1

gde je a,b € R.
. Izracunati povrsinu ruba oblasti

V={(z,y,2) €ER®: x+y <1, 2% <2y}

zPdx
x2+1
0

. Ako je p € R, izracunati integral:
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1. Za ispitivanje konvegencije reda koristicemo uporedni kriterijum. Stoga:

_ (Vn+a)?— (Vn2+n+0)°
vVnta+vn24+n+b

_(rta)—vnP+n+b (nt+a)+vn®+n+b
vnta+vn24+n+b (nda)+vVn2+n+b

B (2a —1)n+a%—b
(WVnta+vVn2+n+b)(n+a+vVn24+n+b)

1 a’—b a’—

Ako je a = 5 imamo a, ~ 5%=7- = {373, pa iz konvergencije reda ¢ _b Z 3/2 sledi i konvergencija reda Z Q-

Ako je a # 3, tada je a, ~ Za—ln _ 2a—1 14 iy divergencije reda 2

s =

2y/n-2n n3/2’
n 1

2v/n-2n 4n1/2’
n=1

"=
Z —5 sledi i divergencija reda Z .

2. Oblast V je simetri¢na u odnosu na zOy ravan. Stoga ¢emo posmatrati samo povrsinu gornje polovine
oblasti. Ona se sastoji od povrsi S : 2z = 22y, (z,y) € D1 = {(z,y) € R? : 2 +y < 1, z,y > 0}
{(zyy) e R?: 0<2<1, 0<y<1l-—x}ipovt§i So:y =1—uz, (2,2) € Dy = {(x,2) € R? : 0
x <1 0<2z<2x(1—2x)}. Stoga je p = 2(p1 + p2), gde su p; povrsine od S;, i« = 1,2. Za prvu povrs je

1/1 + 22 4 22dady = \/1 + ()2 + (i )?dady = SELdady, dok za drugu dS = /1 +y2 + y2dudz

V1 (—1)2 +02dedz = /2dzdz.

11—z
fde S ydady = 5 /| (etyt +adyd ) dedy = J5 [do [ (a¥y~d +adyd)dy =
0

1
s rz(s INEIIN 1r(1))?

ﬂof (1—2)% + o730 —x>3>dx = VB3, + 1B, D) = V(RS + 1 e = vt

Ly 31pcl
JrONIE)) = ra() = 22

V2(z—x2)
pz_fde £ffd:cdz—\ffdx g‘ dz_ff\/ﬁdx—ﬂxw z)Y/2dz = 2B (%, 1)
2

oI >(r)< >_2<f)2 o

™2 8++2
2

(74-2 ) = TT.

3 Ispitajmo kada nesvojstveni integral konvergira.

f (w2+1)2 dx ~ f —L_dx konvergira za —p < 1, tj. p > —1.

OO
if (sz)z‘dx ~ { ——dx konvergira za 4 —p > 1, tj. p < 3.

0o 1
Zbog [ (zw;ff)z = f ﬂg’ffz + f ”‘sz)z imamo da integral konvergira za p € (—1,3).
0 0

<

+

Razmatrajmo slucaj kada p € ( 1,3)\ {0,1,2}. U tu svrhu posmatramo kompleksni integral [ f(z)dz, f(z) =

L

(z;%)’u gde je kontura L data na slici.

Uzmimo onu granu funkcije 2P = ePn? = ep(Inlzltiargz42kmi) o koju unutar Ri
date konture L vazi Argz = argz + 2km € (0,2m), tj. argz € (0,27). U tom

slucaju ¢e biti i

z =12 € Rt = 2p = epllnzti0) — eplne — gp 5 — 4627 3 ¢ RT = ri
2P = ep(lnw+i27r) _ 6pln we2p7ri _ xp62p7ri’

(2

polovi drugog reda funkcije f(z) = ﬁ, pa je

+1)2=(z-0)?(:z+i)=0% 212 = %i € int L. Odatle, sledi da su z;/,




1= ] f(z)dz = 2mi (Res /() + Res (2) = 2mi (1im (2 = i i) + Jim (2 + ) o))

zZ=2z1
nz nz plnzp N2 -\ _pln z plnzp /N2 _\pplnz
=2+ (lim (£5) + lim (£25)") = 2mi - (lim (SEERLSEE) iy (LEE) R T )
in/2p 2 o(i s\, piT/2 Bpin/2 p (i N\2_9(_i_;)e3Pin/2 i .
= g (LTSI T SO 0T ) = o (erin/2egh 4 erin/2 ey

— 12P7r€pz7r(e—pi7r/2 _ epi7r/2).
Sa druge strane je

2P eP? 27

R 2m it 0 it L
1= f ﬁdﬁv‘i’ g’ %RZG dt+ f WEZLﬂdl"F QI %me”dt = Il + IQ + 13 + I4.
T s

27 )
RP Pt . + 1+p _
|I5| < { Wﬁﬁe’ﬂdt f = 1)2Rdt % = hm I, =0, jer 22B 0~ 27RP=3 — 0, R — oo,

(R2-1)?
p < 3.
. 27 |Tpep 2 oo oyl tp ) . yo tbe
Slicno, L4 < [ m\me |dt = f T rdt = B = }Hr(l)L; =0, jor 2 0,1 — 0, p> 1.
0 —
oo
Dakle, kada r — 0, R — oo, tada je (1 — e??'™) [ wz’fiﬂ — 12Pﬂ_€pz71'(e PiT/2 _ epim/2) .
0
rPdr 1 -p L, )
/ 22 1 1 = epiﬂ'(efpiﬂ' — epﬂ'i) . 5 7T-ezmr(e pim/2 epwr/Q)
0
— 1 . 1 _pﬂ_(e—piﬂ'/Q _ epiﬂ'/Q) — (1_727)7.(
(efpiw/2 _ epﬂ'i/2)(efpi7r/2 + epfri/Q) 9 1 cos % .

Zap € {0,1,2}, z = 0 nije tacka grananja. Akojep =0 ili Lp= 2 za L uzimamo polukruznu putanju sa centrom
u 0, precnika 2R duz realne ose. Tada funkcija f(z) = [Eaye H)Q ima unutar konture samo singularitet z = i pol

R T
drugog reda, pa je I = [ f(2)dz= [ ﬁdm—{— Ik %Rie“dt = 2mi Res f(2).
L —R 0 z=1
R P R P
Podintegralna funkcija je parna te je [ @;”T)?d:v =2/ @;”T)zdx, pa uzimajuéi da R — oo, sli¢no, kao napred
-R 0

T .
. . . RP Pt it .
imamo da je R}Eréobf 7(3262,3,,“)2]%2@ dt = 0. Tako imamo

o0

rd P 1- 1 1-

/ mg—i—:i = mlj:elsf(z) =7 £1—>H1 ((z j_ i)2)' = - Pp—1 _ Prip = pﬂ-(—l)l—P.
0

Ako je p = 1 onda je integral jednak f (m2+1)2 =1[4% = lim L(-L+1)=
1



