MATHEMATICS I -may 2004

1. a) Prove that

1 aq e a”fil
]_ as e ag_l
= I (e-ay.
1<j<i<n
1 a, - a?!
b) Prove that exists vector x € R™, such that vectors z, Dz, ... D" 'z compose base in R", where
d 0 - 0
0 do --- 0 S
D= : : eR™", d; #dj,i#j,i,5 €{1,...,n}.
0 --- d,

a) lim sin(sin(...(sina)...)) =? (a € R). b)  lim sin(mv/n?+41) =7

n—oo n—o0

3. Find primitive functions of:

1+sinz
a) f(l’):mex, O<$<7T,
2.2 2
S~ x CoS™ x
b) f(z) = zeR

. )
sin® z + cos®

MATEMATIKA I -maj 2004

1. a) Dokazati da je

1 aq a;l_l
—1
1 ay -+ ay
= H (a; — aj)
1<j<i<n
1 [e2% a:ll_l

b) Dokazati da postoji vektor x € R", takav da vektori z, Dz, ... D"~ 'x &ine bazu za R", gde je

0 dy --- 0
D= . . eR™™, d; #dj,i#74,4,5 €{1,....,n}.
o --- 0 d,

a) lim sin(sin(...(sinw)...)) =7 (a € R). b)  lim sin(my/n2+1)=?

n—oo n—o0

3. Nadi primitivne funkcije od:

1+sinz
a) f(x):mex, 0<z<m
-2 2
D) f(x) = sinwcos®r o

. )
sin® z + cos®

Mentor takmicenja: Nebojsa M. Ralevié



Resenje:

1. Dokazimo matematickom indukcijom da je prethodna Vandermondova determinanta jednaka V,, = V,, (a1, aq, ...

. 1 o . .
[I (ai—aj). Zan=2je Vs, = ' 1 Zl =ax—a1 = [ (a — aj), sto je tacno. Pretpostavimo da je
1<j<i<n 2 1<5<i<2

tvrdenje tacno za determinantu reda n (i bilo koje a1, ..., a,,) i pokazimo da je ta¢no za determinantu reda n + 1.

1 a --- a?i ay 1 ap—a, --- a?fifa? zan al —af”™ 1an
1 ax - ay a¥ 1 ag—an -+ ay  —ay “a, afy —ay ap
Vn+1 = . N
n—1 n
1 a, an ay 1 0 0 0
1 ap - at? oat!
o 1 ag - ab? ay !
n
=(=1)"" (a1 — an)(az — an)...(an—1 —an) | . = (an —a1)(an — az)...(an — an-1)Va
-2 -1
L oan-y -+ apy an’y
= H (a; — aj)
1<j<i<n+1
Lako se vidi (dokaz indukcijom) da je za k € N:
— -
3 agdia,
& 0 -~ 0 k=0 0
. 0 ds -~ 0 n-l . 3 agpdszy 0
D=1 . , = g arDz = | k=0 =1 .
:k k=0 :
0 dn n—1 0
S apdEa,
L k=0 .
agxr1 +ardixr + ...+ an_ld”_lxl =0 xr1 x1dy - Ild?il (e} 0
Qo2 + ardize + oo + ap1d" oy =0 Ty wody - wady ! o 0
A . & . ) ) =
Ty + a1d1 Ty + ... + ap_1d"ta, =0 Ty Tpd, oo xpdlTt Qn—1 0

Determinanta sistema je D = x122...x, [[ (d;—d;), pakakojed; # d;, i # j, 4,5 € {1, ..., n} uzimajuéi z; # 0,
1<j<i<n

i € {1,...,n} ona je razlicita od nule te sistem ima trivijalno resenje a; =0, i € {0,1,...,n — 1}, odnosno z, Dz, ...

D"~ 'z su linearno nezavisni vektori, a kako je dim(R"™) = n, oni ¢ine bazu.

2. a) Treba nadi nlgr;o a, gde je a1 =sina i ap41 = sina,, n € N.

Pretpostavimo da je sina > 0.

Imamo ay = sina; € [0,1] C [0, ). Dokazimo indukcijom da je a, € [0,1]. Za n = 2 smo pokazali. Pretposta-
vimo da je ta¢no tvrdenje tac¢no za n, tj. 0 < a,, < 1, odakle iz monotonije sin sledi 0 = sin0 < sina,, <sinl <1,
odnosno a1 € [0,1], te je tvrdenje tacno za n + 1.

Pokazimo indukcijom da je niz monotono nerastu¢i . Za n = 1 je as = sina; < a;. Pretpostavimo da je
an—1 < ap. Odatle znajudi da je a, € [0,1] C [0, §], n € N iz monotonosti sin sledi a, = sina,_1 < sina, = apy1.

Dakle, niz je monotono nerastudi i ogranicen sa donje strane te konvergira ka svome infimumu i. 1z 0 < a, 41 =
sinay,, sledi 0 < ¢ = hm ant+1 = lim sina, = sin lim a, = sini < 1, pa je ¢ = 0. Analogno se i za slucaj

n—oo n—oo

sin o < 0 dokazuje da j Je z =0.

b) Za a, = sinﬂ\/n2+1je lim lan| = lim [sinT(vn?+1—n+n)| = lim [(-1)"sinT(vn?+1—n)| =

lim sin ——=2—— =sin lim ——Z— = 0. Kako e hm an| =0, to sledi da je i hm an = 0.
3. a) Parcijalnom integracijom (u = iiig;f:, dv = e*dx, du = % v = %) imamo
_ 1+sinx a, 1+smx x 14cos x+sin 1+smx e” sin x
F(J?) - 1+cosx dx = 1+cosx f@ 1+cosa£)2 de = 1+cosx f 1+cosz f (1+COSI)2

1
Ponovnom parcijalnom integracijom (u = e*, dv = m, du = e*dzx, v = m) imamo

aan)



_ 1+51n;c o * sinz  _x
F(QZ’) - 1+cos:c f 1+cosxdx 1+cosx + f 1+cosxdz +tc= 1+cos:ce te
2 1 2 1gin?2
— [ sin’zcos’z sin? 2z _ L sin® 2z
b) F(x) - f sin® z+cosd x dx f (sin? ;c+cos4 1)2 Zsin? wcost 7 O = f ((sin? z4cos? 2)2—2sin? z cos2 z)2—§ sin? 2z dx
. sin? 2z
- 1 sin? 2;c _ sin? 2z _ sin® 2z — cos? 2
- f (17% sin2 2x)2— sm4 2 dx = f 8—8sin? 2z +sin? 2z dx = f 8 cos2 2z+sint 2z dx = f +% cos2 2x dx
COQ CcOSs xT
_ tg? 2z _ f+1 f 1
- f 8(tg? 2z+1)+tg? 2J,d(tg 21’ f t4+8t2+8dt f t2+4+2\/_ f t2+4 2\/_
_ V242 +f V2-v2 t
= arctg T arctg +
\/ v Va—v2
V2—vV2
:—Vr/_arctg tg2z _ 4‘/_arctg 820 4oy, z€ (-T2 4B ke
Va2 Va2

Ukoliko se zeli primitivna funkcija nad celim R, onda se ona u tackama prekida x =
dodefinisati da bude neprekidna. Tada je
F(3+5) Fla) = Vi*ﬂ% - VRS pa = lm Fa)= 22
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