MATHEMATICS I -May 2005

vertex D(0,2,2), and the vertex A the closest to the plane a: z = 0.

2. Examine detaily the function
2
f(z) = In(arccos H—xx?)’
and draw its graphic.
3. Find primitive function of:
x
fz) =

. Find the vertices A, B and C' of a regular polyhedron ABCD, whose the center of gravity T(=,
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1. Nadi temena A, B, i C pravilnog tetraedra ABC D, &ije je teziste T(%,

ravni a : x = 0.
2. Detaljno ispitati funkciju

x
=1 —
f(x) = In(arccos = a?Q)

i nacrtati njen grafik.

3. Nadi primitivnu funkciju od:
x
fz) =

33, teme D(0,2,2), a teme A najblize

(22 — 3z +2)Vz2 — 4z + 3

Mentor takmicenja: Nebojsa M. Ralevié¢

Resenje:

1. Neka je a duzina ivice tetraedra, a M teziste
trougla ABC'i E sredina ivice BC. 1z jednakokrakog
trougla DM E je visina tetraedra

H =DM = \/“\f

Iz trougla TM A je (H —r)? + (%“T‘/g)Q = r2 odakle
je polupre¢nik opisane sfere tetraedra r = %6 , tj.
teziste deli visinu u odnosu DT : TM =3 : 1.

Sada imamo da je je

1a\/_
3 2

_ a6

3

2 4 4
(_a_

1*>
v =P+ - DT= 5.
TM=TT+ 3 3733

Neka je | prava takva da M € 11 1||(figx FT)X D—T: —i
MA:%\/E:MFStoznaéidajeA:F.
Konacno,
1 — 33
e =T - AM=(1,-,=
rE 7”M+2 (1, ' 5 2)
DT AM
TBc—’I“Ei BC;
| DT x AM |

odakle je B(1,1,2) i C(1,2,1).

2. Oblast definisanosti je Dy = R\ {1}.

y:()@arccosz:léz:coslabﬁ— ltsind

“cosl

2+1=0& 212 =

cos1

(2,1,1) i neka je {F} =lNa. Tada je ¥r = (0,1,1) i

(0<z1=029<1,29~341>1)



y>0¢>arccosz>1¢>z€[ 1,cos81l) & x € (—o0,21) U (z2,00).

lim y= lim Inarccos 7 =Inarccos0 =1In 3, y=In75 = 0,45 je horizontalna asimptota.
z—+o0 ;c—>ioo 1+
hm1 In arccos 7 + — = Inarccos1 = —oo, = =1 je vertikalna asimptota.
xTr—
-2
— | <1
Y = 1 2042222 _ 2(z®-1) 1 . (1+a2) arccos 225 2]
" arccos (1+22)2  J22-1](14+22) arccos —2&; 2 )
\/1 1+ar | 14a? (1422) arccos liﬁ oz >1

y' <0 @xe( 1,1), ¥ >0 @xe(foo,—l)u(lﬁroo).

hmH_y 71T, hm1 y . Za x = —1 prvi izvod nije definisan, ali on menja znak u okolini te tacke, pa
r— —
je (Tmaz, Ymaz) = (— 1,21n7r). ( 1n7r ~1.14)
4(x arccos —=Z5—1)
1+x
"n_ (14x2)2 arccos? —li’;z ) |:C| <1
vy = —4(x arccos —22541)
Lte? |z] > 1
(14-22)2 arccos? 1+’;2 ’
2 .
Primetimo z = IJQF“;Q, o — ?ﬁzé)g, ] < 1=z /7, |z| > 1= 2"\, te sledi

1° € (—o00,—1) = z = 3% € (—1,0) = arccos z € (§, )
= zrarccosz +1< -5 +1<0=19y">0,

2° z € (—1,0] = zarccosz — 1 < 0=y" <0,
3° x€(0,1)

a) r € (0,21] = z € (0,cos1] = arccosz € [1,5) = warccos z € (0, Fx1)
= warccosz — 1< frp —1<0=y" <0,

b) z € (21,1) = z € (cos1,1) = arccosz € (0,1) = xarccosz —1 <0
=y" <0,

4° z € (1,00) = zarccosz+1 > 0= y" <0.

y
Inm
T
lnT
1 0 x 1 Xy .

3. I nac¢in. Primitivnu funkciju funkcije f(x) trazimo nad intervalom I C R tako da za x € I vazi 22 —3x+2 =
(x—2)(x—1)#0i2? —4x+3=(z—3)(z—1) >0, odnosno I C (—o0,1) U (3,00). Neka je I C (3, oo) Tada
leerovom smenom Va2 —4z+3 = /(z—-3)(z—1) =tz — 1),z -3 =tz — 1),z = ;_?, dx = (t2 1) dt,
imamo

£ At
/f(:v)dx = / ((z_:? _2)(2_:? — 1)t(§2—:? .y . (2 — 1)2dt

= ﬂ;gdtff (1— 4 ———)dt = —t +4darctgt + ¢
et 211 &



z—3 -3
=— + 4 arctg —— +c.
r—1 z—1
1

II nacin. Uvodedi smenuz —2= —= >1,za2z >3, tj. zat € (0,%5), imamo da je 2* — 4z +3 = (z —2)® -1 =
L_ = sinit 22 =3z +2=(r—2)2+ (r —2) = LBt paje dr = L gledi

cos3t cos?t’ cos?t cos3t’
(1+2cost)sint 9
f(z)dx = 1T cost dt = [ (14 2cost)(1 —cost)dt = [ (1+ cost — 2cos”t)dt
cos
1 1 1
= /(cost — cos2t)dt = sint — = sin 2t 4+ ¢ = sin(arccos ) — = sin(2 arccos )+ e
2 T —2 2 T —2

III nac¢in. Rastavljanjem na parcijalne razlomke ——5— = ﬁ — ﬁ, imamo da je integral zadate funkcije za
x > 3 jednak
d d
F@%i/ﬂ@mZ2/ v _/ v .
(x —2)vVa? —4x +3 (x —1)vVa2 -4z +3
Uvodedéi smene x — 2 = % >0, dr = —t%dt irx—1= % >0, dr = —S%ds sledi

dt d
F(z) = 72/ 7/ 5 .
V32 — 4t + 1 V3s2 —4s+1

Kako je 3t2—4t+1 = $[(3t—2)2—1] = £ (m*—1), m = 3t—2, dm = 3dt, imamo da je [
§1n|m+\/m271|+c, te je

F(a:):—2§1n|3t—2+\/(3t—2)2—1|—?1n|35—2+\/(35—2)2—1|+c

V3 {(7—% 7—2x)2_1>2|5—2x+ 5— 2

=——1In (
3 r—2 xr — 2 xr — 2

_ /3 f dm

) m2—1

dt
V3t2—4t+1

y_1@+a



