MATHEMATICS I -May 2011  Kopaonik

1. For the matrix

[ a+b ab 0O 0 ... 0 O 0
1 a+b ab 0 ... 0 0 0
0 1 a+b ab ... 0O 0 0

A= _ _ _ . . . _ , ne€N, a,beR, a#b.

0 0 0 0 1 a+b ab

0 0 0 0 0 1 a+b|

determine det(A).
2. Prove that the sequence {z,}nen is defined with 23 = a < 1, x,.1 = ﬁwn, n>1

convergent and find its limit value.

3. The function F : (—1,00) — R, is given with

T

t tgt
Py [ e,
-1/2

a) Show that the function F' has exactly two zeros.

b) Prove that the function H : (—1,00) — R, given with H(z) = % — arctg = has the

horizontal asymptote, and that the function F' has at least one point of inflection.
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1. Izrac¢unati determinantu matrice

[ a+b  ab 0O 0 ... 0 0 0
1 a+b ab 0 ... 0 0 0
0 1 a+bab ... 0 0 0
A= . . . . . ., neEN, a,b€R, a#b.
0 0 0 0 1 a+b ab
0 0 0 0 0 1 a+b

nxn

2. Pokazati da je niz {z, }neny definisansa 21 =a <1, 2,41 =
i na¢i njegovu grani¢nu vrednost.

T N > 1 konvergentan
3. Data je funkcija F': (—1,00) — R, sa

x

t tot
Fla) = / %dt.
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a) Dokazati da funkcija F' ima ta¢no dve nule.

b) Pokazati da funkcija H : (—1,00) — R, data sa H(z) = % — arctg x ima horizon-

talnu asimptotu, a da funkcija F' ima bar jednu prevojnu tacku.

Mentor takmicenja: Nebojsa M. Ralevi¢



Resenje:
a+b ab
1 a+0

1. Neka je D,, = det(A), n € N. Tadaje Dy =a+0b, Dy= ‘ = a®+ab+ b,

a+b ab 0
Ds=| 1 a+b ab |=(a+b)(a+0b)?—abl—abla+b)=a®+a®b+ ab®+ b
0 1 a+bd
Pretpostavimo da je D,, = a”+a" 'b+...+ab" 1 +b" = — i to dokaZimo matematickom
indukcijom. Za n = 1 smo ve¢ dokazali. Pretpostavimo da je tvrdenje tacno za sve k < n i
dokazimo za n. Razvojem po prvoj vrsti imamo

an+1_bn+1

a+b ab 0O ... 0 0 0
1 a+b ab 0 0 0
Dy, = (a+b) : : : S : :
0 0 0 ... 1 a+db ab
0 0 0 ... 0 1 a+b (1) (n—1)
1 ab 0 0 0 0
0 a+b ab 0 0 0
—ab : : : = (a+0b)Dy—1 —abDy,_o.
0 0 0 ... 1 a+bdb ab
0 0 0 ... 0 1 a+b (1) (n—1)

n—libn—l an+17bn+1

a™—=b" a
—ab- a—b - a—b

Koristec¢i indukcijsku pretpostavku sada imamo D, = (a +b) - *,=¢
tvrdenje.

, te vazi

Determinanta se mogla izra¢unati i koriste¢i rekurentnu vezu D,, = (a + b)Dy,_1 — abD,,_5. ReSenja
ove diferencne jednacine dobijamo posmatrajuéi njenu karakteristicnu jedna¢inu 2 — (a+b)r +ab = 0 ¢ija
su reSenja r; = a, r2 = b realna i razlicita te je opste reSenje te diferencne jednacine D,, = Ar{ + ury =
Aa™ 4+ pb™. Kako je

Di=Xa+upub=a+b, Dy :)\a2+ub2 :a2+ab+b2,

reSavanjem ovog sistema nalazimo da je A = _%5, = —ﬁ, te je
D= O g0 a0
a—b a—b a—b
2. Vazi
3z2 — 4z, +1 1 4
Tp 16 Tp < Tpgl & Ty < pp s0< W@xn € (—oo,g)u(l,g), (1)
1 4

Neka je a € (%,1). Dokazimo indukcijom % < zp, < 1. Zaista % < 71 = a < 1. Pretpostavimo da

je§ < ap <1, tadajel < 3z, <3, =1 > =3z > =3, 3 >4 -3z > 1, § < =g < 1, 4.
% < xp41 < 1, te vazi tvrdenje. Iz tog tvrdenja i (2) sledi da je niz i monotono opadajuéi, a kako je

ogranic¢en sa donje strane konvergira svom infimumu L. Kako je i nh_)rgo Tpt1 = L toiz xpq1 = ﬁ,
slediL:ﬁ©3L2—4L+1:O®L:%\/L:1. Jasno je da je u ovom slucaju L = %

Neka je a < % Dokazimo indukcijom z, < % Baza indukcije je ispunjena jer z1 = a < % Pret-
postavimo da je xp < %, tada je 3z < 1,4 — 3z > 3, 241 = ﬁ < %, te vazi tvrdenje. Iz njega i (1)



sledi da je niz i monotono rastuéi, a kako je ograni¢en sa gornje strane konvergira svom supremumu L. I
u ovom slucaju je L = 3

1 . 1 1 . 1 1oy
Za az imamo da je z1 = a = 3, T2 = 3, Pretpostavnno da je zp = 3, tada je xp 1 = T = 3 U
vazi da je niz konstantan i da je lim z, = L = 5.
n—oo
Za a =1 imamo da je 1 = a =1, 92 = 1,... Pretpostavimo da je xy = 1, tada je zy4+1 = ﬁ =1,

tj. niz je konstantan i lim z, = L = 1.
n—oo

(1+ Tia L) (1+z)—(z+arctg z)-1
(EmE

T
3. F(z) = 1 HEeldl = F'(z) = TESEL = f(2) = F'(2) = =

2
1 [J;2+x+2 H(x)
(I4=z)2l 1+22 (14x)2
a) x € (—1,0) = arctgr < 0 = F'(z) = % <0, z=0= F'(z) =0, z € (0,00) = arctgz >
0= F'(z) > 0. Dakle, xp, = 0.

—arctgx] =

w\»-‘

Jedna nula je z; = Jer je F( % = f f(t)dt = 0. Pokazimo da postoji jos jedna nula zo > 0.

Kako je I opadajuéa za = € (—1,0) to Je F(0) = F(2min) < F(—3) =0.
Postoji &€ > tg1 > 0, (te je arctg& > 1) takvo da vazi

tgl £ tgl ¢
arctgt — arctgt —
t)dt = dt 1+ dt dt —tgl.
/f /f +/( 1+t /f / L4 GthE—te
-1 1 tgl 1 tg1
tgl '3
Izraz fl f(t)dt — tg1 moze biti i negativan ali je konstantan, dok je izraz tfl %ﬁ_ldt + & pozitivan i
1 g

2
sa pove¢avanjem § moze biti proizvoljno veliki, te je stoga F'(§) > 0. Funkcija F' je neprekidna (f je

neprekidna za x > 0) i razli¢itog je znaka u 01 u £, pa sece x osu, tj. postoji o > 0, tako da je F'(x2) = 0.

Neprekidna monotono rastuca funkcija ' (za > 0) ima najvise jednu nulu, tj. grafik se¢e z osu u
najvise jednoj tacki te F' nema vise nula. (Monotona funkcija je injektivna te ne postoje dve razlicita
argumenta u kojima je vrednost funkcije 0. Drugo objasnjenje bi npr. sledilo iz Rolove teoreme, odnosno
ukoliko grafik se¢e x osu u dve razli¢ite a, f > 0 imali: 0 = F(a) — F(x2) = F'(§)(a — 3),€ € (o, f) tj.
F'(¢) =0,¢ € (o, B) $to je kontradikcija sa pretpostavkom da je funkcija monotono rastuéa.)

b) Prava y = 1 — 7 je horizontalna asimptota sto sledi iz hm H(z) = lim (r2+71'§2 — arctanx) =

—+00 z500" It

1 - % =a<0. Iz te ¢injenice je (Ve > 0)(3z1 > 0)(Va > x1) ]H( )—a| <etj. Hz) € (a—¢e,a+¢), pa
npr. za € = 0.01 imamo (jer je 1 — § = a) da je H(x) <0, pai H(x1) <O0.

Stoga je F"'(z1) = (f(_,’_l))g < 0,avazii F"(0) = (i(o)) = 2 > 0, te iz neprekidnosti F” sledi da postoji

~v € (0,21), tako da je F”(y) = 0 i pri tome F” menja znak u v, odnosno (v, F(v)) je prevojna tacka

funkcije F.



