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n1(t) = nc(t) cos(2πfct) + ns(t) sin(2πfct)
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u1(t) = (Uc + m0Uc cos(2πfmt) + nc(t)) cos(2πfct) + ns(t) sin(2πfct)
= a(t) cos(2πfct + φ(t))

a(t) =
√

(Uc + m0Uc cos(2πfmt) + nc(t))
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Uc + m0Uc cos(2πfmt)
+

+
n2

c(t)
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DIGITALNE TELEKOMUNIKACIJE 

 

Zadatak: 

Predajnik emituje digitalni signal , pri čemu su mogudi talasni oblici 

 i  dati izrazima: 

 i  

Izbor emitovanog talasnog oblika u bilo kom signalizacionom intervalu je nezavisan od prethodnih 

izbora, a verovatnode pojedinih izbora su jednake. 

Odrediti i skicirati spektralnu gustinu snage emitovanog digitalnog signala. 

  



Rešenje: 

Emitovani digitalni signal se može predstaviti u obliku , gde je , 

pri čemu je  slučajna promenljiva (amplituda) sa vrednostima iz skupa {1,-1} sa jednakim 

verovatnodama obe vrednosti, a  talasni oblik (elementarni impuls) dat izrazom: 

 

Autokorelacija po vremenu signala  je: 

 

Lako je pokazati da je srednja vrednost po vremenu signala  jednaka nuli (npr. vrednost integrala 

signala  u svakom signalizacionom intervalu je 0, tako da je integral u intervalu [ ] ograničen, a 

imenilac teži beskonačnosti), stoga je: 

 

Spektralna gustina snage je: 

 

gde je: 

 

pri čemu je varijansa slučajne amplitude  (srednja vrednost je 0), a  je spektralna gustina 

energije elementarnog impulsa. 

Važi: 

  (obično maltretiranje sa integralima) 

pa je: 

 

(Skicu je jednostavno odraditi, prigušena (opadajuda) oscilatorna funkcija, čije su nule u tačkama , 

gde je k bilo koji ceo broj uključujudi i nulu.) 



Statistička teorija telekomunikacija 

Dat je slučajan proces ܺሺ  sa nultom srednjom vrednošću i autokorelacionom funkcijom  ݐሻ

ܴ௑ሺτሻ ൌ ቊ1 െ |ఛ|
்

 , |߬| ൑ ܶ
0        , ݅݊ܽč݁

ܵሺݐሻ ൌ ଵ
்

. Odrediti srednju vrednost i autokorelaciju slučajnog procesa 

׬ ܺሺݑሻ݀ݑ௧
௧ି்

ሻݐ

ሻሿݐሾܵሺܧ ൌ ܧ ቂଵ
்

 . 

 

Rešenje: 

Srednja vrednost slučajnog procesa ܵሺ  data je sa: 

׬  ܺሺݑሻ ݀ݑ௧
௧ି் ቃ ൌ ଵ

் ׬ ௧ݑ݀ ሻሿݑሾܺሺܧ
௧ି் ൌ 0

Autokorelacija je po definiciji: 

 ܴௌሺݐଵ, ଶሻݐ ൌ ଶሻሿݐଵሻܵሺݐሾܵሺܧ ൌ ܧ ቂଵ
்

 .    (10) 

׬ ܺሺݑሻ݀ݑ௧భ
௧భି் · ଵ

் ׬ ܺሺݒሻ݀ݒ௧మ
௧మି் ቃ ൌ 

                    ൌ ܧ ቂ ଵ
்మ ׬ ׬ ܺሺݑሻܺሺݒሻ݀ݑ݀ݒ௧మ

௧మି்
௧భ

௧భି் ቃ ൌ ଵ
்మ ׬ ׬ ݑ݀ݒሻሿ݀ݒሻܺሺݑሾܺሺܧ ൌ௧మ

௧మି்
௧భ

௧భି்  

                    ൌ ଵ
்మ ׬ ׬ ܴ௑ሺݑ െ ௧మݑ݀ ݒ݀ ሻݒ

௧మି்
௧భ

௧భି்  . 

Smenom  ሺݓ ൌ ݑ െ , ݒ ݐ ൌ ; ݑ |ܬ|   ൌ 1ሻ  prethodni integral postaje: 

 ܴௌሺݐଵ, ଶሻݐ ൌ ଵ
்మ ׬ ׬ ܴ௑ሺݓሻ ݀ݐ݀ ݓ௧ି௧మା்

௧ି௧మ

௧భ
௧భି்  . 

enom redosleda integracije dobija se: 

்మ

Zam

 ܴௌሺݐଵ, ଶሻݐ ൌ ଵ ׬ ׬ ܴ௑ሺݓ௪ା௧మ௧భି௧మ ሻ ݀ݓ݀ ݐ ൅ ௧భି்௧భି௧మି்
ଵ

்మ ׬ ׬ ܴ௑ሺݓሻ ݀ݓ݀ ݐ ൌ௧భ
௪ା௧మି்

௧భି௧మା்
௧భି௧మ

 

                   ൌ ଵ
்మ ׬ ܴ௑ሺݓሻ ׬ ௪ା௧మݐ݀

௧భି் ݓ݀ ൅ ଵ
்మ ׬ ܴ௑ሺݓሻ ׬ ௧భݐ݀

௪ା௧మି் ݓ݀ ൌ௧భି௧మା்
௧భష೟మ

௧భି௧మ
௧భି௧మି்  

                    ൌ ଵ
்మ ׬ ܴ௑ሺݓሻ · ሺݓ ൅ ଶݐ െ ଵݐ ൅ ܶሻ ݀ݓ௧భି௧మ

௧భି௧మି் ൅  

                       ൅ ଵ
்మ ׬ ܴ௑ሺݓሻ · ሺݐଵ െ ଶݐ ൅ ܶ െ ௧భି௧మା்ݓ݀ ሻݓ

௧భି௧మ
 

ože se uvesti oznaka  ߬ ൌ ଵݐ െ ଶ , kao i ܴௌሺ߬ሻݐ ؜ ܴௌሺݐଶ ൅ ߬ , ଶݐ a se dobija: 

 .

M ሻ p

 ܴௌሺ߬ሻ ൌ ଵ
்మ ׬ ܴ െ ߬ ൅ ܶఛ

ఛି் ௑ሺݓሻ · ሺݓ ሻ ݀ݓ ൅ ଵ
்మ ׬ ܴ௑ሺݓ ݓ݀  ൌఛା்

ఛ      (1) 

            ൌ ଵ
்మ

ሻ · ሺ߬ ൅ ܶ െ ሻݓ

׬  ܴ௑ሺݓሻ · ሺܶ െ ݓ| െ ߬|ሻఛା்
ఛି்  . ݓ݀ 

 



Pošto je funkcija ܴ௑ሺݓሻ jednaka nuli van intervala ሺെܶ, ܶሻ  razlikuju se tri slučaja za ߬ ൏ 0. 

U߬൑െ2ܶ: 

U ovom lučaju je ߬ ൅ ܶ ൑ െܶ pa su oba integrala u (1) jednaka nuli, tj. 

 

2ܶ൏߬൑െܶ:

 s

 ܴௌሺ߬ሻ ൌ 0 .

Uെ  

Podintegralna funkcija u prvom sabirku u (1) je jednaka nuli. U drugom se donja granica se 
može zameniti sa – ܶ jer je nad intervalom ሺ߬, െܶሻ podintegralna funkcija takođe jednaka 

ሻ ൌ
்మ

nuli. Sledi: 

 ܴௌሺ߬ ଵ ׬ ܴ௑ሺݓሻ · ሺ߬ ൅ ܶ െ ݓ݀ ሻݓ ൌ
்మ ׬ ቀ1 ൅

்
ଵ ௪ቁ · ሺ߬ ൅ ܶ െ ݓ݀ ሻݓ ൌି்

ఛା
ି்  

          ൌ ڮ ൌ ଵ
଺

ఛା்்

ሺఛ
்

 ൅ 2ሻଷ . 

ܶ൏߬൑0:Uെ  

 ܴௌሺ߬ሻ ൌ ଵ
்మ ׬ ܴ௑ሺݓሻ · ሺݓ ൅ ܶ െ ߬ሻ ݀ݓఛ

ି் ൅ ଵ
்మ ׬ ܴ௑ሺݓሻ · ሺ߬ ൅ ܶ െ ଴ݓ݀ ሻݓ

ఛ ൅ 

               ൅ ଵ
்మ ׬ ܴ௑ሺݓሻ · ሺ߬ ൅ ܶ െ ఛା்ݓ݀ ሻݓ

଴ ൌ 

            ൌ ଵ
்మ ׬ ቀ1 ൅ ௪

்
 ቁ · ሺݓ ൅ ܶ െ ߬ሻ ݀ݓఛ

ି் ൅  ଵ
் ׬ ቀ1 ൅ ௪

்మ ቁ · ሺ߬ ൅ ܶ െ ଴ݓ݀ ሻݓ
ఛ ൅ 

               ൅ ଵ
்మ ׬ ቀ1 െ ௪

்
 ቁ · ሺ߬ ൅ ܶ െ ఛା்ݓ݀ ሻݓ

଴ ൌ ڮ ൌ 

            ൌ െ ଵ
ଶ

· ሺఛ
்

ሻଷ – ሺఛ
்

ሻଶ ൅  ଶ
ଷ
 . 

Kako je autokorelacija parna funkcija ovime je određena i za ߬ ൐ 0. 

 



Zadatak:
Stacionaran Markovljev izvor sa alfabetom {0, 1} ima verovatno¢e prelaza

P [0|0] = P [1|1] = 1− p,

P [1|0] = P [0|1] = p,

gde je p ¿ 1. Izlazna sekvenca ovog izvora, xn, koduje se run-length kodom sa zapisima duºine
3 bita na slede¢i na£in. Prvo se diferencijalnim kodovanjem formira sekvenca

yn = xn−1 ⊕ xn,

gde "⊕" ozna£ava sabiranje po modulu 2 i uzima se da je x−1 = 0, a zatim se odgovaraju¢i
blokovi bita sekvence yn zamenjuju izlaznim zapisima prema slede¢oj tabeli

blok yn zapis
1 000
01 001
001 010
0001 011
00001 100
000001 101
0000001 110
0000000 111

.

Na primer, za polaznu sekvencu
20︷ ︸︸ ︷

00 · · · 0
10︷ ︸︸ ︷

11 · · · 1
30︷ ︸︸ ︷

00 · · · 0
20︷ ︸︸ ︷

11 · · · 1 . . .

nakon diferencijalnog kodovanja se dobija
20︷ ︸︸ ︷

00 · · · 0 1

9︷ ︸︸ ︷
0 · · · 0 1

29︷ ︸︸ ︷
0 · · · 0 1

19︷ ︸︸ ︷
0 · · · 0 1 . . .

a kona£na kodovana sekvenca je

111 111 110 111 010 111 111 111 111 001 111 111 101 . . .

Izra£unati koliko bita kodovane sekvence se u proseku tro²i za jedan bit polazne sekvence, u
op²tem slu£aju.



Re²enje:
Ako se posmatra duga£ka sekvenca koju stvara dati Markovljev izvor, ona se tipi£no sastoji

iz duºih blokova uzastopnih nula i uzastopnih jedinica. Nakon svakog bita, promena se de²ava
sa verovatno¢om p, a zadrºava se ista vrednost sa verovatno¢om 1 − p. Na osnovu postupka
kodovanja moºe da se zaklju£i da su ovo verovatno¢e bita u sekvenci nakon diferencijalnog
kodovanja, tj.

P [yn = 0] = 1− p,

P [yn = 1] = p.
Neka su L′1, L

′
2, . . . , L

′
K duºine uzastopnih blokova istih bita polazne sekvence, a L′′1, L

′′
2, . . . , L

′′
K

duºine njima odgovaraju¢ih delova kodovane sekvence. Broj bita kodovane sekvence koji se u
proseku tro²i za jedan bit polazne sekvence jeste

α =
E[

∑K
k=1 L′′k]

E[
∑K

k=1 L′k]
=

KE[L′′]
KE[L′]

=
E[L′′]
E[L′]

,

gde su L′ i L′′ slu£ajne promenljive koje ozna£avaju duºine polaznog bloka istih bita i njemu
odgovaraju¢eg kodovanog bloka, tim redom, pri £emu je zbog simetrije Markovljevog izvora
iskori²¢eno da sve duºine polaznih blokova istih bita imaju istu raspodelu. S obzirom da
sekvenca nakon diferencijalnog kodovanja ima isti broj bita kao polazna, moºe da se uspostavi
veza izme�u posmatranih veli£ina kao u slede¢oj tabeli.

blok yn kodovani blok L′ L′′ verovatno¢a
1 000 1 3 p
01 001 2 3 (1− p)p
001 010 3 3 (1− p)2p
0001 010 4 3 (1− p)3p

... ... ... ... ...
6︷ ︸︸ ︷

0 · · · 0 1 110 7 3 (1− p)6p
7︷ ︸︸ ︷

0 · · · 0 1 111 000 8 6 (1− p)7p
8︷ ︸︸ ︷

0 · · · 0 1 111 001 9 6 (1− p)8p
... ... ... ... ...

13︷ ︸︸ ︷
0 · · · 0 1 111 110 14 6 (1− p)13p

14︷ ︸︸ ︷
0 · · · 0 1 111 111 000 15 9 (1− p)14p

15︷ ︸︸ ︷
0 · · · 0 1 111 111 001 16 9 (1− p)15p

... ... ... ... ...
Radi lak²eg izra£unavanja, pogodno je da se uvede pomo¢na funkcija

f(x) =
∞∑
i=1

ixi−1 =
∞∑
i=1

(xi)′ =

( ∞∑
i=1

xi

)′

=

(
x

∞∑
i=0

xi

)′

=

(
x

1− x

)′
=

1

(1− x)2
.

Na osnovu prethodne tabele, dobija se

E[L′] =
∞∑
i=1

(1− p)i−1pi = p

∞∑
i=1

i(1− p)i−1 = pf(1− p) =
1

p



i

E[L′′] =
∞∑
i=0

6∑
j=0

(1− p)7i+jp · 3(i + 1) = 3p
∞∑
i=0

(i + 1)(1− p)7i ·
6∑

j=0

(1− p)j =

= 3p
∞∑
i=1

i
(
(1− p)7

)i−1 · 1− (1− p)7

1− (1− p)
= 3

(
1− (1− p)7

)
f

(
(1− p)7

)
=

=
3

1− (1− p)7
,

odakle je
α =

3p

1− (1− p)7
.

Za male verovatno¢e promene, p, dobija se

α = lim
p→0+

3p

1− (1− p)7
= lim

p→0+

3

−7(1− p)6(−1)
=

3

7
.
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